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Resume. We study surfaces of general type S whose cotangent sheaf is genera- 
ted by its global sections. We define a map called the cotangent map of S that 
enables us to understand the obstructions to the ampleness of the cotangent 
sheaf of S. These obstructions are curves on S that we call "non-ample". We 
classify surfaces with an infinite number of non-ample curves and we partly 
classify the non-ample curves. 
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Introduction. 

On etudie dans le present article l'amplitude du fibre cotangent des surfaces de 
type general quand ce fibre cotangent est engendre par sections globales. 
Les proprietes des varietes a fibre cotangent ample sont discutees en [8]. A l'aide 
d'une construction due a Bogomolov, Conduche et Palmieri [7] ont montre que 

c 2 

les ratios - 1 des nombres de Chern de telles surfaces forment un sous-ensemble 
dense dans l'intervalle [1, 2]. Une lecture attentive de leur papier et l'utilisation du 
theoreme des sections hyperplanes de Lefschetz permettent de ramner leur resultat 
comme suit : 

Pour tout entier q > 12, la fermeture des ratio de Chern des surfaces d'irregularite 
g, a fibre cotangent ample et engendre par ses sections globales, contient un in- 
tervalle non-vide I q C [1,2]. La reunion des intervalles croissants I q est l'intervalle 
]1,2[. 

Plutot que de construire des surfaces dont le fibre cotangent est ample, on pro- 
pose d'etudier les obstruction a son amplitude. Ces obstructions bien comprise, on 
peut alors esperer caracteriser les surfaces a fibre cotangent ample. 

Rappelons d'abord la definition d'amplitude d'un fibre vectoriel £ sur une variete 
X, telle qu'introduite par Hartshorne : 

Notons P(£*) le projectivise du dual de £ , ir : P(£*) — > X la projection et Cp(£*)(l) 
le fibre inversible tautologique tel que : 

7r*e> P (£»)(i) = £. 

Definition 0.1. Le fibre £ est dit ample si Op(£*)(l) est ample. 

Quand le fibre vectoriel £ est engendre par l'espace de ses sections globales, on 
dispose du critere d'amplitude suivant, du a Gieseker [9] : 

Proposition 0.2. (Gieseker) Le fibre £ est ample si et seulement si pour toute 
courbe C X , le fibre £ (g> Oc n'a pas de quotient isomorphe a Oc ■ 

l 
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Pour aborder la question de l'amplitude du fibre cotangent, nous sommes amenes 
a poser l'hypothese suivante sur la surface consideree : 

Hypothese 0.3. Nous travaillerons dans ce qui suit avec une surface S definie 
sur C ; lisse, de type general, dont le fibre cotangent fig est engendre par I'espace 
de ses sections globales H°(VLs) et d'irregularite q = dimH°(£ls) verifiant q > 3. 

L 'article [7] de Conduche et Palmieri montre que de telles surfaces existent 
abondamment. Notons Tg = £l* s le fibre tangent, tt : f(Tg) — > S la projection et 
Qn>rp s )(i) le fibre tautologique. On dispose d'une identification naturelle : 

H°(P(T s ),O nTs) (l))^H°(n s ). 

Definition 0.4. Par hypothese, le morphisme naturel H°(Qs) ® Os - ► &s est 
surjectif, le morphisme H°(£ls) <8> Oprr s ) — ► CWy s )(l) est done egalement surjectif 
et definit un morphisme : 

V> : P(T S ) -» P{H°(n s )*) = 
appele I application cotangente de la surface. 

Ce morphisme et la question de Famplidude du fibre cotangent sont les princi- 
paux objets d'etude du present article. En vue de la proposition 10.21 on pose la 
definition suivante 

Definition 0.5. Une courbe C ^ S est dite non-ample si et seulement si le fibre 
® Oc possede un quotient isomorphe a Oc- 

Les courbes non-amples constituent done l'obstruction a l'amplitude du fibre 
cotangent ; nous en etudions les proprietes. L'application cotangente permet de 
traduire les proprietes algebriques du fibre cotangent par les proprietes geome- 
triques de l'image de ip. Ainsi une courbe C S est non-ample si et seulement 
si il existe une section t : C P(Ts) contractee en un point p par ip. En ce cas, 
l'image de n*C par ip est un cone de sommet p. 

II est done legitime de poser la definition suivante : 

Definition 0.6. Un point p de P q ~ x est dit exceptionnel si la fibre de en p est 
de dimension > 0. 

Nous noterons A le lieu des points exceptionnels. Un probleme naturel est d'etu- 
dier A et de caracteriser les surfaces pour lesquelles ce ferme est de dimension 
strictement positive. 

Resumons les resultats obtenus en vue de ces problemes : 

Proposition 0.7. L'image de ^application cotangente est de dimension 3. 
Soit p un point de P 9-1 . La fibre ip^ 1 (p) est de dimension au plus 1. 
Le lieu des points exceptionnels est de dimension au plus 1. 

Nous etablissons ensuite une borne sur le degre de l'application cotangente et 
sur le degre de son image en fonction des nombres de Chern cf , C2 de la surface. 
Soit C <— > S une courbe, on appellera suite cotangente de C la suite exacte : 

o c (-c) -> n s ® o c -> n c -»■ o. 

Le theoreme suivant classifie partiellement les courbes non-amples de la surface : 
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Theoreme 0.8. Soit C une courbe de la surface S, alors : 

a) La courbe C est non-ample et verifie C 2 < si et seulement si C est lisse de 
genre 1. 

b) La courbe C est non-ample et verifie C 2 = si et seulement si C est lisse de 
genre > 1 et la suite cotangente est scindee. 

Ce theoreme s'obtient a partir d'un critere de lissite de Lipman [15J. La propriete 

a) nous semble un resultat particulierement interessant : etant donne une courbe 
C verifiant C 2 < sur une surface lisse X, il est facile de construire une fibre 
vectoriel £ sur X engendre par ses sections globales et tel que C > S soit la seule 
courbe pour laquelle £ <8> Oc admette un quotient trivial. Ceci illustre de nouveau 
les proprietes particulieres que possede le fibre cotangent d'une surface. 

Rappelons qu'une surface fibree / : S — > B est dite isotriviale si ses fibres lisses 
sont isomorphes entre-elles. Donnons des exemples de courbes non-amples sur des 
surfaces : 

Proposition 0.9. a) Les fibres lisses d'une fibration de S sont non-amples si et 
seulement si la fibration est isotriviale. 

b) Soit S = le produit symetrique d'une courbe C de genre > 3 et non- 
hyper elliptique. Cette surface verifie les hypotheses \0.3\ et contient une infinite de 
courbes non-amples C verifiant C 2 = 1. Son image est la variete des secantes d'une 
courbe. 

La partie a) resulte d'un critere du a Martin-Deschamps [16J. 
On dispose ainsi d'exemples de surfaces ayant une infinite de courbes non-amples. 
Nous classifions ces surfaces dans le theoreme suivant : 

Theoreme 0.10. Soit S une surface possedant une infinite de courbes non-amples 
et telle que le lieu exceptionnel A ne soit pas une droite de P 9_1 . L 'image de 
I 'application cotangente verifie alors I'une des deux proprietes suivantes : 

a) La surface S est une surface fibree isotriviale dont les fibres sont les courbes non- 
amples. Le lieu des points exceptionnels A est forme de deux courbes et I 'image 
de I 'application cotangente est la variete developpee par les secantes de ces deux 
courbes. 

b) L 'image de V application cotangente est la variete des secantes d'une courbe. Une 
courbe non-ample C S verifie en ce cas : C 2 > 0. // existe un morphisme fini 
de S dans le produit symetrique d'une courbe B. 

Je remercie vivement Igor Reider qui m'a propose ce theme de travail. Je tiens a 
remercier egalement le Max-Planck Institute de Bonn ou une partie de cet article 
a ete redige. 

1. Etude de l' application cotangente. 

1.1. Les definitions de l'application cotangente. Rappelons quelques proprie- 
tes partagees par une surface S, A sa variete d'Albanese, i? : S — > A un morphisme 
d'Albanese et son fibre cotangent : 

Lemme 1.1. (fTp p. 331). La differentielle d-d : T s -> $*T A = H°(n s )* <g> O s du 
morphisme $ est le dual du morphisme d 'evaluation H°(fts) ® Os — ► f?s- 
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Notons p r : S x H°(Qs)* — > H°(^s)* la projection sur le second facteur. Par 
definition, le morphisme i? est une immersion locale si le morphisme : 

p r o d$ s : T s , s -> F°(fi s )* 

est injectif en tout point s de S. Le lemme 11.11 permet ainsi une interpretation 
geometrique de la condition 10.31 : 

Corollaire 1.2. Le morphisme d'Albanese d'une surface est une immersion locale 
si et seulement si le fibre cotangent de la surface est engendre par ses sections 
globales. 

Notation 1.3. Maintenant et pour le reste de cet article, S est une surface veri- 
fiant les hypotheses \0.3\ et on conservera les notations de I 'introduction. 

Le corollaire suivant est une consequence immediate du lemme 11.11 et permet 
une interpretation plus geometrique de l'application cotangente : 

Corollaire 1.4. L'application cotangente de S est le projectivise du morphisme : 

Prodv :T S -> H°(n s y. 

L'application cotangente est done le morphisme qui a un point de la surface et 
a une direction tangente associe la direction tangente dans la variete d'Albanese. 

Regardons maintenant les proprietes de la restriction de l'application cotangente 
en la fibre vr _1 (s) d'un point s. La fibre en s de la projection tt est la courbe 
IP ) (^S',s) — et la restriction de CWy s )(l) & ce tte courbe est le fibre de degre 1, 
done : 

Lemme 1.5. La restriction de l'application cotangente a la fibre 7r _1 (s) (s point 
de S) est un plongement et son image est une droite de P 9_1 . 

Notation 1.6. Pour un point s de S, on notera L s <— > P g_1 la droite image de la 
fibre 7r _1 (s) par ip. 

L'image de l'application cotangente est done la reunion des droites L s (s point 
de S). Notons G(2,q) la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de dimension 
2 de H°(Us)*. Cette grassmannienne parametre egalement les droites de l'espace 
projectif P« _1 . 

Definition 1.7. Le morphisme de Gauss : 

g:S^G(2,q) 

de la surface S est defini par la surjection H°(Qs) ® O5 — » &>s- 

Par construction, le point Q(s) represente la droite projective L s , ou encore : 

Corollaire 1.8. Le morphisme de Gauss est le morphisme qui a un point s de la 
surface associe le point de G(2, H°(fLs)*) representant le plan : 

Pr od# s (Ts,s) cH°(n s y. 

Le corollaire 2 de [19] montre que : 
Lemme 1.9. (Ran) Le morphisme de Gauss est fini sur son image. 
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Soit U le fibre universel de G(2, q) et ¥(U) le projectivise de U. La situation 
etudiee est done la suivante : 

P(T 5 ) % F(U) ^ W'- 1 
S ^ G(2,q) 

ou 7ri,7T2 sont les projections naturelles et le morphisme ip verifie n± o ip = ip, 

1.2. Dimension des fibres et de l'image de l'application cotangente. Cette 
section porte sur les fibres de l'application cotangente et la dimension de son image. 
Nous etablissons que ces fibres sont de dimension au plus 1 et qu'il y a au plus une 
famille de dimension 1 de fibres 4>~ 1 {p) de dimension 1. Nous montrons ensuite 
que l'image de l'application cotangente est de dimension 3. 

Lemme 1.10. Soit p un point de P 9_1 . Le morphisme it est injectif sur les points 
de la fibre ip~ 1 (p). 

Demonstration. Soit s un point de S. Si l'intersection de 7r _1 (s) et de tp (p) est 
non vide, cette intersection est necessairement un point car tp est un plongement 
sur la fibre tt~ 1 (s) (cf. lemme n~5j) . □ 

Notons F l'image de l'application cotangente. Si p est un point de P 9_1 , nous 
noterons D p l'image de la fibre ip ip) par tt : le ferme sous-jacent est forme des 
points s de la surface tels que la droite L s passe par p. 

Proposition 1.11. Pour tout point p de P 9_1 , la fibre ip~ 1 (p) et le schema D p 
sont de dimension au plus 1. 

Demonstration. L'application cotangente ip n'est pas constante done pour tout 
point p de P 9_1 , la dimension de ip~ l {p) es t inferieure ou egale a 2. 
Supposons que la fibre de ip en un point p soit de dimension 2. Soit S' le schema 
reduit associe a la fibre ip~ l (p). Par le lemme [TTTOl la restriction 7Tig/ du morphisme 
7r a S' est injective sur les points de S' . Puisque ir est propre, le morphisme : 

7T|5/ : S — > S 

est surjectif. Le morphisme 7T| S / est bijectif, separable dans la variete normale 
S : e'est un isomorphisme (cf. |17j remarque 6.21). II existe done un morphisme 
t : S — > P(Ts) tel que ir o t : S — » S soit l'identite. A ce morphisme t correspond 
un quotient : 

ou C est le fibre inversible qui verifie t*0^(r s ){^) = C- ( [E] chapitre II proposition 
7.12). Le fibre Op 9 -i(l) est trivial au point p et, puisque tpot contracte S au point 
p, le fibre : 

£V*Qp9-i(1) = C 

est trivial. Ainsi Qs possede un quotient d'image un fibre inversible trivial. Puisque 
Qs est engendre par H°(Qs), ce quotient a une section et Qs = Cs © Os{K) (K 
diviseur canonique). Cela est impossible car nous avons suppose S de type general. 
La fibre de ip en un point est done de dimension au plus 1. 

Pour tout point p de P 9_1 , l'image de la fibre 4>~ l {p) par vr est done egalement de 
dimension inferieure ou egale a 1. □ 
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Soit p un point de IP 9 " 1 tel que Dp = 7r(V> 1 (p)) soit de dimension 1. Considerons 
D une composante irreductible de dimension 1 de D p munie de sa structure reduite, 
alors : 

Proposition 1.12. L 'image par I 'application cotangente de la surface reglee ir~ l (D) 
est un cone de sommet p. 

Demonstration. L'application ip est injective sur les fibres de tt, le ferme irreduc- 
tible ^(7r -1 (.D)) est done au moins de dimension 1. 

Si ip(7r~ 1 (D)) est de dimension 1, alors e'est une droite projective L P 1 ? -1 et 
pour tout point s de D, on a : L s = L. Mais cela est impossible car le morphisme 
de Gauss Q est fini (lemme fTT9|) . 

Done ip(i:~ 1 (D)) est une surface et puisque toutes les droites L s (s point de D) 
passent par le point p, e'est un cone de sommet p. □ 

Definition 1.13. Un point p de P 9_1 est dit exceptionnel si la fibre ^~ l {p) est de 
dimension 1. 

Soit A l'ensemble des points exceptionnels. Par la proposition [TTT21 chaque point 
de A est le sommet d'un cone. Etudions la geometrie de A : 

Proposition 1.14. L 'image de l'application cotangente est de dimension 3; A est 
un ferme de P 9_1 vide ou de dimension inferieure ou egale a 1. 

Demonstration. Notons F l'image de l'application cotangente et ip\p la restriction 
de -0 a son image. 

Si les fibres generique de ip\p sont de dimension 1 alors F est de dimension 2. 
En ce cas, pour tout point p de F, le schema D p est de dimension 1 et le ferme 
V>(7r -1 (Dp jre( i)) est de dimension 2 contenu dans la surface irreductible F. Cela im- 
plique que (D Pjre d)) est egal a F. Ainsi deux points quelconques de F sont 

sommets de cones et sont relies par une droite L contenue dans F pour laquelle il 
existe s tel que L = L s . 

On en deduit que F est un plan projectif. Or la variete F est non-degeneree dans 
P 9-1 , ainsi : q = 3. Mais on a fait l'hypothese que la surface S est d'irregularite 
q > 3. 

Ainsi, pour un point p generique de l'image de ip, le schema D p est de dimension 
nulle et tj) est generiquement flnie sur son image. 

Le morphisme ip etant propre et generiquement fini, l'ensemble des points excep- 



1.3. Degre de l'application ip, degre de ?/>*7r*C. 
1.3.1. Degre de l'application cotangente et de son image. 

Apres avoir etudie les fibres de l'application cotangente, nous etudions son degre. 
Soit F f q ~ l l'image de l'application cotangente, notons degF son degre et 
deg^ le degre de l'application ip sur son image. 

Proposition 1.15. Soit c\ et C2 les classes de Chern de la surface, alors : 




□ 



degFdegV = c?[S] -C2[S]. 
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Demonstration. Soit H une section hyperplane de F, notons : h = ip*H. Par 
definition des classes de Chern de Us, le cycle h verifie : 

h 2 - h.^aiQs) + vr*c 2 (^5) = 0. 

Puisque c\ = — ci(Qs) et C2 = 02(^5), on a done : h 3 = —h 2 .ir*ci — h.ir*C2 et par 
substitution, on obtient : 

h 3 = h.7r*cf + 7r*C2.7r*ci — h.ir*C2 = h.ir*(c 2 — C2). 

Le degre du terme de droite est egal a celui de cf — 02- De plus : deg/1 3 = 
deg H 3 deg ip et degH 3 = degF, done deg F deg -0 = c 2 [S] — C2[S] ou c 2 [S] et 
C2[S] sont les nombres de Chern de la surface. □ 

Rappelons le diagramme suivant, note (*) : 

F(T S ) ^ F(U) ^ V" 1 - 1 

VT I I 7T2 

S ^ G(2,q) 

Le morphisme ip verifie : 7Ti o ip = ip, Notons 7r[ la restriction de tt\ a l'image de ijj 
sur l'image de ip o tti ainsi : 

Proposition 1.16. Le degre de ip est le produit du degre du morphisme de Gauss 
Q par le degre de tt^ . 

Remarque 1.17. L'image de V application cotangente etant non-degeneree, son 
degre est superieur ou egal a q — 3, done le degre de la restriction de I 'application 
cotangente ip\ : ¥(Tg) —> F est majore par £iM_£2M_ 

1.3.2. Degre du morphisme de Gauss. 
Comme nous allons le voir, on peut creer des surfaces X dont le degre du mor- 
phisme de Gauss Qx est arbitraire. Nous saisissons l'occasion pour construire ega- 
lement des surfaces dont le fibre cotangent n'est pas ample : 

La donnee d'un revetement est un triplet A = (D, C, m) ou D est un diviseur lisse 
sur S, C un fibre inversible et m > 1 un entier tel que C m = Os(D). Si D = 0, 
on demande de plus que m soit le plus petit entier k > tel que C k = Os- A une 
telle donnee est associe un revetement cyclique t\ : X — > S ramifie en D' = t^ 1 D 
ou X = X(A) est une surface lisse. On a : 

Proposition 1.18. A) Si la surface S ne possede pas de fibrations, alors il existe 
une infinite de donnees de revetements A = (0, C, m) tels que : 

i) la surface X = X(A) verifie l'hypothese \0.3l 

ii) le morphisme : H°(Qs) —* H°(Qx) est un isomorphisme qui permet d'iden- 
tifier ces deux espaces. 

Hi) sous cette identification, on a : Qx = Gs TA- En particulier le degre de Qx 
est divisible par m et V application cotangente de X a meme image que celle de S . 
Ainsi Qx est ample si et seulement si fts est ample. 

B) Si D est ample, alors le fibre cotangent de X n'est pas engendre par ses sections 
globales au-dessus de D' et n'est pas ample. 
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Demonstration. Rappelons ([2], chap. I, Lemma 17.2) que : 
done H^X, O x ) ~ ® j ^'- l H 1 {X,C- i ). 

Supposons D = 0. Beauville [4j a montre que du fait que S ne possede pas de 
fibrations, il n'existe qu'un nombre fini de fibres inversibles £ G Pic°(S) tels que 
^(S^C) = 0. Ainsi il existe une infinite de donnees de revetements A = (0, C, m) 
tels que H l (S, C~ l ) = pour i = 1, .., m — 1. 

Si D est ample, les groupes H 1 ^, £~ l ) sont egalement nuls par le theoreme d'an- 
nulation de Mumford. 

Dans les deux cas, le morphisme injectif r* : H°(Qs) - > H°(ftx) est un isomor- 
phisme. Considerons le diagramme suivant : 

-> T x * r*T 5 

I I 

-» T*H°(n s )* 

ou les fleches verticales sont les morphismes pr o dtd definis au paragraphe 11.11 et ou 
N est le noyau de la differentielle de r. Le support de M est le lieu de ramification 
D' et la suite : 

est exacte. 

Si D = 0, le corollaire ll.8l implique que l'image d'un point x de X par le morphisme 
Qx est la meme que l'image du point t(x) par Qs- Ce morphisme Qx se factorise 
done par r : X — > 5 qui est de degre m. Les applications cotangentes de X et S 1 
ont done la meme image. 

Si D est ample, alors fix n'est pas engendre sur D' . Le theoreme 1 de Spurr [23J 
montre que fix n'est pas ample. □ 

Remarque 1.19. On ne connait pas d'exemples de surfaces ne possedant qu'un 
nombre fini de courbes non-amples (voir definition supra) D telles que D 2 > 0. La 
demonstration du theoreme 1 de [23J montre que si est ample, la courbe D est 
I'unique obstruction a V amplitude de fix- 

La demonstration de la proposition ll.l8l montre que les seuls morphismes X — > S 
entre deux surfaces X, S verifiant l'hypothese 10.31 et de meme irregularite sont 
etales. Les application de Gauss des deux surfaces ont alors la meme image et que 
les applications cotangentes des deux surfaces egalement. 

La question se pose de savoir si l'image du morphisme de Gauss est toujours 
birationelle a une surface de meme irregularite. L'exemple suivant montre que cela 
n'est pas le cas : 

Soit S une surface verifiant les hypotheses 10.31 Supposons que S possede une 
involution 1 : S — ► S telle que le morphisme quotient 77 : S — > X := S/i soit etale 
et telle que la surface quotient X soit reguliere. 

Proposition 1.20. Le morphisme de Gauss de S se factorise par la surface regu- 
liere X et est de degre au moins 2. 
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Demonstration. Le revetement etale 77 verifie ij^Os = Ox © £ ou £ est un fibre 
inversible tel que C® 2 = Ox- La codifferentielle : 

r]*nx - n s 

est un isomorphisme et r]*r]*Qx = &x <8> (Ox © £) done : 

H°(S, n s ) = H°(S, rj*nx) - H°(X, n x <8 (Ox © £)) = H°(X, O x ®£). 

Notons 5x le sous-systeme lineaire du systeme canonique de X defini par l'image 
du morphisme : 

A 2 H°(X,n x © C) -> H°(X,lu x )- 
Le sous-systeme lineaire 5s du systeme canonique de S defini par l'image du mor- 
phisme : 

A 2 H°(S,n s ) = A 2 H°(X,n x ®£) -» H°(S,cu s ) 
verifie : 5s = ffSx- Puisque Qs est engendre par sections globales, le systeme 5s 
est sans points base et definit un morphisme S — > 5s ■ Ce morphisme se factorise 
par rj suivi du morphisme naturel X — > 5x — T]*Ss- Le morphisme de Gauss 

g:S^G(2,#°(ft 5 r) 
se factorise done par la surface reguliere X et est de degre au moins 2. □ 

Soit A une variete abelienne de dimension q > 3. Soit l : A — > A une involution 
telle que = —oj pour toute 1-forme holomorphe u de A. Une surface S ^ A lisse 
d'irregularite q verifie l'hypothese 10.31 Supposons de plus que S soit non degeneree 
dans A, stable par i et ne contienne pas de points fixes de u. Le quotient de S par 
i est alors une surface reguliere. On a ainsi caracterise les surfaces possedant une 
telle involution et dont le morphisme d'Albanese est un plongement. 

Exemple 1.21. On obtient une telle surface par intersection complete de q — 2 di- 
viseurs Hi, ..,H q _2 irreductibles, amples, tels que i*H{ = Hi et ne contenant pas de 
points fixes de I'involution l. Le theoreme de Lefschetz f |14j Remark 3.1.32) relatif 
a I 'intersection de diviseurs amples implique alors que la surface est irreductible et 
d'irregularite q. 

La famille de ces surfaces n'est pas limitee. 
On ignore si une surface intersection complete de diviseurs amples generiques de 
A possede un morphisme de Gauss de degre 1. Si tel est le cas, cela donnerait un 
exemple d'une famille de surfaces pour lequel le degre du morphisme de Gauss 
varie. 

1.3.3. Degre du cycle -0*vr*C. 

La proposition suivante met en rapport les proprietes numeriques d'une courbe 
C S avec les proprietes numeriques du cycle ip*ir*C : 

Proposition 1.22. Soit C une courbe contenue dans S ; le degre de ip^ir*C est 
egal a KC oil K est un diviseur canonique. 

Demonstration. Soit H une section hyperplane et h = ifj*H. Par definition, le degre 
de i/j*it*C est le degre de l'intersection de H 2 et de i^^tt*C. Le morphisme ip etant 
propre, on peut utiliser la formule de projection : 

Mh 2 -TT*C) = H 2 .^TT*C. 



10 



XAVIER ROULLEAU 



Les degres de h 2 .ir*C et de t/j*(h 2 .n*C) etant egaux, il reste a montrer que le degre 
de h 2 .-K*C est egal a KC. Les classes de Chern ci(Qs), 02(^5) du fibre £1$ verifient : 
h 2 = h.ir* Cl (n s ) - ir*c 2 (n s ) dans l'anneau de Chow de P(T 5 ). D'oii : 

h 2 .7T*C = h.K* Cl (VL S ).Tl*C - TT*C 2 {n S ).TT*C = h.7T* Cl (0 S ) .7T*C, 

or le degre de ci(fts)-C est KC. □ 
2. Etude des courbes non-amples. 

2.1. Critere de contraction, decomposition du fibre cotangent. Soit 5 une 
surface verifiant les hypotheses 10.31 et soit C une courbe de S i.e. un schema de 
dimension 1 reduit et irreductible. Notons K un diviseur canonique de 5. 

Lemme 2.1. Une courbe C S possede une section t : C — > P(Ts) contractee 
en un point par I 'application cotangente si et seulement si il existe un morphisme 
surjectif : ® Oc — > Oc — > 0. 

En ce cas le noyau du morphisme q est isomorphe a Oc{K) et la suite exacte : 

O c {K) ^n s ®o c ^Oc^o 

est scindee. 

Demonstration. Soit t : C — > P(Ts) une section et soit Qs ® Cc ~ ^ C — > le 
quotient correpondant a la section t, ou le fibre inversible L verifie : £*(CWj< s )(l)) = 
£ et (^ot)*(Op,-i(l)) =C. 

Le morphisme -0 o t est constant si et seulement si C est trivial. Supposons qu'un 
tel quotient trivial q existe. Puisque le fibre ® Oc est engendre par ses sections 
globales, existe une section t € H°(C, <S> Oc) telle que q{t) soit une section non 
nulle de Oc ■ cela fournit une section du quotient q. □ 

Definition 2.2. Une courbe C ^ S est dite non-ample si la restriction du fibre 
cotangent a C possede un quotient isomorphe a Oc- 

2.2. Classification et lissite des courbes non-amples. Soit C une courbe 
reduite irreductible contenue dans la surface S et Vie le faisceau des differentielles. 
La suite naturelle suivante : 

-> o c (-c) ^n s ®o c ^n c ^o 

est exacte (cf. [12] proposition 8.12) ; on l'appellera la suite cotangente de la 
courbe C. 

Le theoreme suivant classifie partiellement les courbes non-amples C suivant la 
valeur de l'intersection C 2 : 

Theoreme 2.3. Soit C «— > S une courbe reduite et irreductible. 

1) La courbe C est une courbe non-ample et verifie C 2 < si et seulement si C 
est lisse et de genre 1. En ce cas la suite cotangente est scindee. 

2) La courbe C est une courbe non-ample et verifie C 2 = si et seulement si C 
est lisse, de genre > 1 et la suite cotangente est scindee. En ce cas le fibre normal 
Oc(C) est trivial. 

La courbe C est lisse si et seulement si le faisceau Uc est localement libre de 
rang 1 ([12] theoreme 8.17, Chap. II). Pour demontrer le theoreme 12.31 nous aurons 
besoin d'un resultat de Lipman qui est la version duale de ce critere de lissite. 
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Theoreme 2.4. (Lipman p2] theorem 1) Une courbe C definie sur un corps de 
caracteristique nulle est lisse si et seulement si Tc ■= Homo c ({lci ®c) est un fibre 
inversible. 

Nous utiliserons egalement le lemme suivant ([2J, lemme 12.2 , Chap. II) : 

Lemme 2.5. Notons C un fibre inversible de degre negatif ou nul sur une courbe 
C . Le fibre C est isomorphe au fibre trivial si et seulement si I'espace H°(C,C) est 
non nul. 

Montrons le theoreme 12.31 : 

Soit C une courbe contenue dans la surface. La suite duale de la suite exacte : 

o c (-c) -» n s ® o c fic o 

est la suite exacte : 

0^T c ^T slc ^Oc(C). 
Si C est une courbe non-ample, alors la suite exacte : 

-> O c {K) ^n s ®o c -> o c ^ o 

est scindee (proposition I2.1|) ; la suite duale est : 

_> Oc ^ T s[c S Oc(-K) -» 0. 
Considerons le diagramme suivant a lignes et colonnes exactes : 



I 

O c f 

!»' \ 

0^ T C A T S \ C Oc{C) 

\ I Q 
t Oc(-K) 

i 


ou t et t rendent le diagramme commutatif. 

Notation 2.6. Lorsque dans la suite de ce paragraphe C denote une courbe non- 
ample de S, les notations i,i',t... renvoient a ce diagramme. 

Le lemme suivant montre la premiere affirmation du theoreme 12.31 : 

Lemme 2.7. Soit C une courbe contenue dans S . Les quatres assertions suivantes 
sont equivalentes : 

a) la courbe C est non-ample et le morphisme t est nul. 

b) la courbe C est non-ample et le morphisme t' est nul. 

c) la courbe C est une courbe lisse de genre 1. 

d) la courbe C est non-ample et C 2 < 0. 

Si une des assertions est verifiee, alors la suite cotangente de C est scindee. 
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Demonstration. Soit C *• S une courbe. Supposons que le point a) soit verifie i.e. 
C est non-ample et le morphisme : 

t = qoi:T c ^Oc(-K) 

est nul. Montrons que b) est verifie. Puisque t = q o i est nul, par propriete du 
noyau de q, il existe un morphisme j :Tq — > Oc tel que le diagramme suivant : 

Oc 

j / a' 

commute et tel que j soit injectif (car i est injectif). Puisque le morphisme t' se 
factorise par q' , t' est nul sur le sous-Oc'-module j(Tc) de Oc- Le morphisme t' 
se factorise done par le quotient de Oc par j(Tc). Ce quotient est de torsion et 
puisque Oc{C) est un fibre inversible, le morphisme : 

f : Oc Oo(C) 
est nul. Nous avons done montre que a) implique b). 

Reciproquement montrons que b) implique a). La situation est symetrique de la 
precedente implication : 

Soit C une courbe non-ample telle que le morphisme t' = q' o %' soit nul. Par 
propriete du noyau de q' , l'injection i 1 : Oc — ► Tg\Q se factorise par un morphisme 
j' : Oc — ► ?b tel que le diagramme suivant : 

j' / I »' 

commute. Le morphisme j' est de plus injectif car i' est injectif. Puisque le mor- 
phisme t se factorise par q, t est nul sur le sous-CV;- m odule j'{Oc) de Tc- Le 
morphisme t se factorise done par le quotient de Tc par j'(Oc)- Ce quotient est 
de torsion et puisque Oc(—K) est un fibre inversible, le morphisme : 

t : T c - Oc(--K") 
est nul. Nous avons done montre que b) implique a). 

II y a done equivalence entre les points a) et b) et de plus, si C est une courbe non- 
ample verifiant a) et b), nous avons construit deux morphismes injectifs j : Tc — > 
Oc et j' : Oc — ► Tc. Le compose j o j' : Oc — ► Cc est un morphisme injectif, 
e'est done un isomorphisme et on en deduit que j : Tc — > Oc est un morphisme 
surjectif. Le faisceau Tc est done isomorphe a Oc- Le theoreme de Lipman 12.41 
permet alors de conclure que la courbe C est lisse. 
En ce cas Qc est un fibre inversible, done : 

hom 0c (T c ,O c ) = Oc, 

et puisque Tc est trivial, le fibre Qc est trivial. Ainsi C est lisse de genre 1 et nous 
avons montre que si le point a) ou b) est verifie, alors c) est verifie. 
Soit C <—* S une courbe verifiant c) i.e. C est lisse de genre 1. Le quotient naturel 
^s\c ~^ est un quotient trivial et surjectif done C est une courbe non-ample. De 
plus, par adjonction : C 2 + KC = et puisque les hypotheses sur S entrainement 
que le diviseur canonique K est ample, on en deduit que necessairement C 2 est 
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strictement negatif. Ceci montre que c) entraine d). (Remarquons de plus que la 
proposition 12.11 montre que la suite cotangente est scindee). 

Soit C une courbe verifiant l'hypothese d) i.e. C est non-ample et C 2 < 0. En ce 
cas, le morphisme t' : Oq — ► Oq{C) est une section du fibre Oc(C). Mais ce fibre 
est de degre C 2 strictement negatif et le lemme l2~5l montre que t' = 0. Nous avons 
montre que d) entraine b). 

Les quatres assertions a), b), c), d) sont done equivalentes. □ 

Montrons maintenant la seconde affirmation du theoreme 12.31 

- Soit C *• S une courbe non-ample verifiant C 2 = 0, montrons que C est lisse 
de genre > 1 et que la suite cotangente est scindee. Le morphisme : 

t' = q'oi' :Oc^O c (C) 

est necessairement non nul car nous avons montre au lemme [2~77l que t = entraine 
C 2 < 0. Ce morphisme t' peut etre considere comme une section non nulle de 
l'espace H°(C,O c {C)). Puisque le fibre O c {C) est de degre C 2 = 0, le lemmeES] 
montre que Oc{C) est trivial. Le morphisme : 

t' = q'oi' : Oc^OciC) ~O c 

est alors un isomorphisme ; le morphisme : 

q' :T slc ^ Oc{C) = Oc 

est done surjectif et son noyau Tc est un fibre inversible. Nous pouvons done 
appliquer le theoreme de Lipman 12.41 et conclure que si C est une courbe non- 
ample telle que C 2 = 0, alors la courbe C est lisse. De plus, la suite suivante : 

-> T c -> T S \ C -» O c (C) = O c ^0 

est exacte et scindee par un multiple du morphisme i! : Oc — > T s \ c (car t' = q' o i' 
est un isomorphisme). La suite cotangente qui est done scindee. 

- Reciproquement, soit C une courbe lisse contenue dans la surface telle que 
C 2 = et telle que la suite cotangente soit scindee ; montrons que C est non- 
ample. Puisque la suite cotangente est scindee, le fibre Qs ® est isomorphe a 
Oc{—C) © Oc- Mais Qs ® Oc est engendre par restriction des sections globales 
de n s , done l'espace H°(C,O c (-C)) est non nul. Par le lemme E3 O c {-C) est 
trivial. Ainsi le fibre fig <g> Oc — Oc © ^c admet un quotient trivial et C est 
non-ample. 

Soit C lisse non-ample verifiant C 2 > 0. La suite cotangente : 

-> Oc(-C) -> 5 (g) Oc -» n c -» 

ne peut etre scindee car O5 © Oc est engendre par ses sections globales mais le 
fibre Oc(-C) est de degre -C 2 < 0. 

Ceci acheve la demonstration du theoreme 12.31 □ 

2.3. Exemple des fibrations et geometrie de l'image par ip de tt*C. 

Soit S une surface verifiant les hypotheses 10.31 et telle qu'il existe un morphisme 
/ : S — > B surjectif a fibres connexes dans une courbe lisse B. En [16] p. 50, 
Martin-Deschamps montre qu'une fibre lisse f*b (b point de B) est non-ample si et 
seulement si b est un zero du morphisme de Kodaira-Spencer 5 associe a la fibration 
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(pour la definition de 5 voir [21], expose III) . La fibration est dite isotriviale si le 
morphisme de Kodaira-Spencer est mil. Ainsi : 

Corollaire 2.8. Si la fibration est isotriviale, alors la surface possede une infinite 
de courbes non-amples. 

On dispose ainsi d'exemples de surfaces ayant un nombre infini de courbes non- 
amples telles que C 2 = 0. 

Soit C une courbe contenue S. Notons T la surface image de tt*C par tp, notons 
K. le noyau du morphisme de restriction : 

et k la dimension de K. Notons de plus V l'espace quotient de H°(Q S ) par K et 
V* son dual. L'espace projectif P(V*) est naturellement plonge dans P(iT 

Proposition 2.9. A) L'enveloppe lineaire de la surface. T dans P 9_1 est l'espace 
projectif P(V*) > P 9_1 de dimension q — k — 1. 

B) Si P(V*) + P 9 " 1 , alors C verifie : C 2 < 0. Si de plus C 2 = 0, alors un multiple 
de C est une fibre d'une fibration de S dans une courbe de genre b > 1. 

C) De plus, si C est une courbe non-ample, alors b = k + 1. 

D) Reciproquement, si C est non-ample et fibre d'une fibration de S dans une 
courbe de genre b > 1, alors b = k + 1. 

Cette proposition entraine qu'une courbe non-ample C telle que C 2 > cree 
une singularity sur l'image de l'application cotangente pourvu que C 2 > (voir 
egalement corollaire I2.12|) . 

Soit % : C <—* Z une courbe sur une surface lisse Z . On note Qc le faisceau des 
differentielles de C. Pour demontrer la proposition, on utilisera principalement le 
lemme suivant du a Spurr ( [22] Theorem 1) : 

Lemme 2.10. Soit lo une 1-forme holomorphe telle que i*u = 06 H°(C,Q,c)- 
Alors la courbe verifie : C 2 < 0. Si de plus C 2 = 0, alors un multiple de C est la 
fibre d'une fibration f : Z — > B dans une courbe B lisse de genre b > 1. 

Ce lemme a la consequence directe suivante : 

Lemme 2.11. Soit f : Z — > B une fibration dans une courbe B et soit i : C > Z 
une courbe telle que mC soit une fibre de f (pour un certain m > 0). Une 1-forme 
holomorphe r de Z est un element de f*H°(B,D,s) si et seulement si la restriction 
i*r £ H°(C,n c ) est nulle. 

Demonstration. (De la proposition 12. 9|) . Posons Y = 7r _1 (C) et j : Y P(Tg) le 
morphisme d'inclusion. Le morphisme ijjoj : Y — > P^ -1 est obtenu par le quotient : 

H°(n s )®o Y - j*e> P(Ts) (i) ^0 

qui se factorise comme suit : 

H°(n s ) ®o Y ^ h°(c, n s ® o c ) ®o Y ^ (j o 7r)*(n s ® o c ) -> j*o nTs) (i) o. 

L'image de la surface Y par if> est done contenue et non-degeneree dans P(V*) 

Si P(V*) est strictement contenu dans F q ~ 1 1 alors il existe une 1-forme dont la 
restriction a C est nulle. Par le lemme 12.101 on a alors : C 2 < et de plus, si 
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C 2 = 0, alors C est une fibre d'une fibration / : S — > B dans une courbe de genre 
b > 1. 

Considerons maintenant C <—> S une courbe non-ample. Supposons qu'un mul- 
tiple mC de C soit la fibre d'une fibration / : S — > B. Par le theoreme 12.31 la 
courbe C est lisse, le fibre normal est trivial et : 

n s <s>o c = O c @O c {K) 

ou K est un diviseur canonique de S. On identifie Oq{K) avec le fibre canonique de 
C . Si mC = f*p (ou p est un point de B), le noyau K, du morphisme de restriction : 

H°(n s ) -> h°(c, n s ® o c ) = #°(c, o c ) © ff°(c, fi<?) 

est l'image reciproque par / de l'hyperplan de H°(B,Qb) forme des formes nulles 
en p, ainsi b = k + 1. □ 

Soit C une courbe non-ample de S. Soit T le cone image de ir*C par ip. Si 
l'image de l'application cotangente est lisse au sommet t du cone T, alors les 
droites passant par t sont contenues dans l'espace projectif tangent a t. Ainsi la 
surface T est contenue dans un sous-espace projectif de dimension 3 de P 9_1 . Si 
q > 5, la proposition 12.91 et le theoreme 12.31 impliquent le resultat suivant : 

Corollaire 2.12. Sous les hypotheses precedentes, la courbe C verifie I'une des 
deux proprietes suivantes : 

a) ou bien C 2 < et C est une courbe elliptique, 

b) ou bien C 2 = et un multiple de C est la fibre d'une fibration dans une courbe 
de genre b et q — 3 < b < q — 2. 

Les courbes de genre petit ont des consequences particulieres sur l'image de 
l'application cotangente : 

Corollaire 2.13. Soit C <—* S une courbe lisse de genre 2. La courbe C verifie : 
C 2 < 0. Si C 2 = 0, alors C est une courbe non-ample et il existe un entier n tel 
que nC soit la fibre d'une fibration f : S — > B dans une courbe de genre b = q — 3. 
Si de plus n = 1, alors la fibration est isotriviale a fibres de genre 2. 
il existe alors une droite L w P^ 1 et une courbe D F q 1 disjointes et telles 
que l'image de l'application cotangente soit balayee par les plans passant par un 
point de D et contenant L. 

La derniere assertion est un cas particulier du corollaire 13.101 demontre plus loin. 

Demonstration. Notons K un diviseur canonique. La restriction a C du morphisme 
de Gauss Q : S — > G(2, q) suivis du plongement de Pliicker de G(2, q) est donne 
par le fibre Oc{K). Puisque Q est fini, on a KG > 2 et si KG = 2, alors l'image 
de C par Q est une droite. Une droite de la grassmanienne correspond a l'ensemble 
des droites passant par un point et contenues dans un plan de ¥ q ~ l . Ainsi C est 
non-ample. 

L'espace H°(C,n s <g> O c ) ^ H°(C,O c (K) O c ) est de dimension 3, la base de 
la fibration est done de genre q — 3. 

Si n = 1, les fibres lisses sont de genre 2, done non-amples, et la fibration est 
isotriviale. □ 
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3. Surfaces contenant une infinite de courbes non-amples. 

3.1. Caracterisation de l'image de l'application cotangente. Rappelons que 
nous avons note A le lieu des points exceptionnels i.e. des points p de P 1 ? -1 tels 
que la fibre ip~ 1 (p) soit de dimension 1. La dimension de A est inferieure ou egale 
a 1. 

Supposons que le ferme A contienne une composante irreductible B de dimension 
1. En ce cas son image inverse ip~ 1 (B) est de dimension 2. Soit S' une composante 
irreductible de dimension 2 de ^^(B) munie de la structure reduite. Notons ir' et 
tp' les restrictions a S' du morphisme de projection ir et de l'application cotangente : 

S> t B. 
tt'4 

s 

Rappelons qu'une droite de P 9_1 est dite secante d'une courbe X <-> P"?" 1 si elle 
coupe X en au moins deux points. Si Y P 1 ? -1 est une seconde courbe, une droite 
est dite secante de X et de Y si elle passe par X et Y. 

Le theoreme suivant caracterise les surfaces qui contiennent une infinite de 
courbes non-amples : 

Theoreme 3.1. Le morphisme ir' est surjectif. Si s est un point generique de S 
alors la droite L s coupe B en d Q & {0, 1, 2} points oil d Q est le degre de ir' . 

1) Si d = 1 et si B n'est pas une droite de P 9_1 , alors le morphisme ir' : S' — > S 
est un isomorphisme. La surface S possede une fibration isotriviale. 

Le lieu des points exceptionnels A est forme de deux courbes lisses irreductibles 
B = B\,B2 qui sont images de morphismes canoniques de deux courbes. 
L'image de V application cotangente est la variete des secantes de ces courbes et 
l'image du morphisme de Gauss est la surface B\ x S 2 . 

2) Si d Q = 2, alors l'image de l'application cotangente est la variete des secantes 
de B. Une courbe non-ample C S verifie : C 2 = degQ > ou degQ est le degre 
du morphisme de Gauss. 

L'image du morphisme de Gauss est birationnelle a B^ . 

Commengons par le lemme suivant : 
Lemme 3.2. Le morphisme ir' : S' — > S est surjectif. 

Demonstration. Si S' est un diviseur vertical pour la projection n, alors la courbe 
B = ip(S') est une droite projective et pour tout point s de D = vr(5'), L s = B. 
La courbe D est alors contractee en un point par le morphisme de Gauss. Cela est 
impossible car Q est fini (lemme [L9|) . 

Le morphisme tt etant propre, le morphisme ir' est surjectif. □ 

Le degre d Q de tt' est egal au nombre d'intersection dans P(T^) de S' et de la 
fibre 7r _1 s en un point generique s de S. 

Lemme 3.3. Soit s un point de la surface. La droite L s coupe B et si s est 
generique, alors L s coupe la courbe B en d Q points. 

Demonstration. Par le lemme I3T21 la fibre vr _1 (s) coupe S' dans P(Tg) done l'image 
de 7r _1 (s) par ip coupe l'image de S' par if), e'est-a-dire : L s coupe B. 
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L'application cotangente est un plongement sur rr 1 (s). Cela implique que si l'in- 
tersection de ir~ 1 (s) et de S' contient d a points distincts, alors L s coupe B en d Q 



Demonstration de la partie 1) du theoreme \3.1[ 
Supposons que le degre d Q de ir' : S' — > S vaut 1. 

Lemme 3.4. Si d Q = 1 et si B n'est pas une droite, alors le morphisme ir : S' — > S 
est un isomorphisme et la fibration de Stein associee a la fibration ipon'" 1 : S — > B 
est isotriviale. 

Demonstration. Puisque le degre d Q de ir' est egal a 1, le morphisme ir' : S' — > S 
est birationnel (cf. p7] remarque 6.21). La surface S est normale. Le theoreme 
principal de Zariski montre que si l'application rationnelle 7r' -1 n'est pas definie 
en un point s Q de S, alors l'image inverse 7r' _1 s est une courbe de S' > F(Ts). 
En ce cas, la fibre 7r -1 s est contenue dans S' . Puisque l'application cotangente est 
un plongement sur 7r _1 s , on en deduit alors que B = ip'(S') est egal a L So . Mais 
le cas 1) suppose que B n'est pas une droite de P 9_1 . 

II existe done un morphisme reciproque t : S — > S' a ir'. Les composantes lisses 
irreductibles d'une fibre de ^ot : S — > B sont des courbes non-amples. Le corollaire 
12.81 permet conclure que la surface S admet une fibration isotriviale. □ 

II nous reste a caracteriser l'image de l'application cotangente. Supposons que 
la courbe B ne soit pas une droite et que le degre de ir' : S' — > S soit egal a 1, 
alors : 

Proposition 3.5. Le ferme A est forme de deux courbes lisses irreductibles C' 1 ,C 2 

qui sont images de morphismes canoniques de courbes. 

L'image de ip est la reunion des droites secantes des courbes C[ et C' 2 . 

Pour montrer cette proposition, nous allons nous ramener a supposer que S est 
un produit de deux courbes. 

Soit S une surface verifiant les hypotheses de la proposition 13.51 Le lemme 13.41 
montre que S est isotriviale. II existe en ce cas un morphisme a fibres connexes 
/ : S — > C' 2 dont les fibres lisses sont isomorphes entre elles, notons C\ une telle 
fibre, alors : 

Lemme 3.6. // existe une courbe lisse Ci et un groupe G agissant algebriquement 
sur C\ et C2 tels que : 

i) La surface S est birationnelle au quotient (C\ x C-i)jG. 

ii) La courbe C' 2 est isomorphe a C2/G. 
Hi ) Le diagramme suivant commute : 



lei le groupe G agit sur C\ xC*2 composante par composante (i.e. 7.(0, b) = (7a, 76) ) 
et la fleche verticale de droite est la projection naturelle. 



points distincts. 



□ 



S - 
i 

C> 2 1 



(d x C 2 )/G 
I 

C 2 /G. 




□ 
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Soit S une surface verifiant l'liypothese de la proposition 13.51 et : 

possedant les proprietes du lemme 13.61 

Puisque la surface S ne contient pas de courbes rationelles, la surface {C\ x C 2 )/G 
est lisse et egale a S. 

La surface isotriviale (Ci x C 2 )/G admet deux fibrations g : S — > C{ := C\jG et 
f : S —> C!}, notons r : 5 — > C{ x C 2 le morphisme r = (</, /). Le lemme suivant 
est la proposition 2.2 de [20] : 

Lemme 3.7. L'espace des sections globales du fibre cotangent est : 

Les surfaces S et C\ x C 2 ont la meme irregularite. Par la remarque 11.191 on 
obtient : 

Corollaire 3.8. Par I 'identification H°(S,Qs) — H°(C[ x C 2 , ^c(xC'); ^ es appli- 
cations cotangentes de S et du produit C[ x C' 2 ont la meme image. 

Pour terminer la demonstration de la proposition ^. 51 il nous reste a comprendre 
quelle est l'image de l'application cotangente d'une surface isotriviale S = C\ X 
C2/G quand G = {1} est le groupe trivial. Puisque S est de type general, ces deux 
courbes sont de genres respectifs 91,52 superieurs ou egaux a 2. le lemme suivant 
est classique : 

Lemme 3.9. Soit Cx,C 2 deux courbes de genre g\ > 1 et g 2 > 1. La surface 
C\ x C2 verifie l'hypothese \0.3\ et ses nombres de Chern verifient : 

cf[S] =8(3! - 1)072 - 1) 
c 2 [S] = A( gi - l)(g 2 - 1) 

Soit done S = C\ x C 2 avec Ci, C 2 de genre g\ > 1 et g 2 > 1. Notons tti : S — > 
Ci, i G {1,2} les projections respectives. Le fibre cotangent verifie : 

= ni&Ci © ^2^c 2 > 

et l'espace des sections globales H°(fts) s'identifie a H°(C,Qci) © H°(C 2 ,Qc 2 )- 
La surface S = C\ x C 2 est d 'irregularite gi + g 2 > 3. 

Pour i E {1,2}, notons ^ : Cj — > ps^+s 2-1 le compose du morphisme canonique : 

a^p(^°(Ci,o Ci r) 

avec le plongement naturel : 

F(H°(Ci,n Ci y) p(fl"°(Ci,n Cl )* © ff°(c 2 ,nc 2 )*) = p 91 ^ 2 " 1 . 

Notons de plus C 4 ' l'image du morphisme La proposition suivante caracterise 
l'image de l'application cotangente de S et est une consequence directe de la defi- 
nition du morphisme de Gauss 11.71 : 

Proposition 3.10. Soit s = (pi,p 2 ) un point de la surface S = C\ x C 2 . La 
droite L s passe par les points <fii(pi) et (f) 2 (p 2 ) ; les courbes lisses C[ et C 2 forment 
I 'ensemble des points exceptionnels. 

La premiere partie du theoreme 13.51 est done demontree. 
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Demonstration de la partie 2) du theoreme \3. 1[ 

Supposons maintenant que le degre d a du morphisme ir' : S' — ► S soit superieur 
ou egal a 2. 

Soit s un point generique de S. Par le lemme f3T3l la droite L s passe par d Q > 1 
points de B et il y a trois possibilites : 

i) II existe un point b\ de B telle que la droite generique L s passe par b\. 

ii) II existe des points b%, ^ b 2 de B telle que la droite L s passe par b , b\. 

iii) L'intersection de L s et de B se fait en deux points variables de B. 

Le cas i) est exclu car alors ip aurait une fibre de dimension 2 en &i, ce qui contre- 
dirait le lemme 11,111 Le cas ii) est exclu car l'image de l'application cotangente 
serait alors une droite. 

Ceci montre que l'image de ip est la variete developpee par les secantes de B. 
Puisque l'image de if> est non-degeneree, la courbe B est non-degeneree dans F q ^ 1 . 
Les fibres de tt' sont done finies car si S' contenait une fibre 7r -1 s , alors B serait 
une droite et l'image de l'application cotangente serait cette droite. 
Soient b,b' deux points generiques de B. La courbe Cf, = 7r(?/> _1 (&)) est une courbe 
non-ample et = C^Cy, Une secante de B generique est reperee de maniere 
unique par les deux points b,b' de l'intersection de L et B, et le cardinal des 
droites L s telles que L s = L est egal a deg Q (voir les diagrammes du paragraphe 
ED, ainsi : C b 2 = deg^ > 0. 

Ceci termine la demonstration du theoreme 13.11 □. 

3.2. Complements au cas d'une surface produit de deux courbes. Soit 
C\,Ci deux courbes de genres respectifs g\,g2 superieur ou egaux a 2 et soit 
n£ {0,1,2} le nombre de courbes hyperelliptiques parmis C\,C2- 

Proposition 3.11. La surface S = C\ x C2 verifie I'hypothese \ 0.3l Le degre de 
l'image F de l'application cotangente de la surface C\ x C2 est : 

2 2 ~ n ( gi - l)(g 2 - 1). 

et le degre de l'application cotangente et du morphisme de Gauss est 2 n . 

Demonstration. On reprend les notations de la demonstration du theoreme 13.11 
Soit % G {1,2}, notons fcj le degre de C \ P 9_1 . Si la courbe C{ est hyperelliptique 
alors ki = gi — 1, sinon fc, = 2(^ — 1). 

Soit (u)i,U2) € H°(Ci,Qci) x H°(C2,^c 2 ) deux formes generiques. L'intersection 
de F avec l'hyperplan H\ = {uj\ = 0} est une surface formee des k\ cones reliant 
ki points de C[ aux points de C 2 . 

L'intersection de H±F avec l'hyperplan H2 = {ll>2 = 0} est formee des droites 
reliant k\ points de C\ a ^2 points de C2 et est de degre k\k 2 . Ainsi degF = ^1^2- 
Pour le degre de l'application cotangente, on utilise la proposition 11.151 □ 

3.3. Exemple du produit symetrique. Soit C une courbe de genre g > 3. 
L'involution r : (Pi,Pi) — * (P2,Pi) agit sur la surface C x C. On notera S = 

la surface quotient et 

7]:CxC -> 

{P 1 ,P 2 ) -> Px + P 2 

le morphisme quotient. II existe un isomorphisme naturel : 

H°(C, ftc) — > H°(S, Qs) 
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appele morphisme trace [10J qui permet d'identifler les deux espaces H°(Qs) et 
H°(C,Qc)- Puisque la courbe C n'est pas hyperelliptique, le morphisme cano- 
nique : 

0: C ^F 9 - 1 =¥(H°(n s )*) 

est un plongement. 

Proposition 3.12. Soit C une courbe non-hyperelliptique de genre g > 3. 
La surface S = verifie l'hypothese \0.3\ . 

Pour tout point P de C , la courbe P + C est une courbe non-ample et 

verifie (P + C) 2 = 1. 

L'image de I'application cotangente est la variete des secantes deC F(H°(C, fic)*) = 
F(H°(Qs)*) let courbe C <^-> ps _1 esi /e /ie« des points exceptionnels. 
Si g > 5, on a : 

degV = l, degF = 2( 5 -l)( 5 -3), 
oil deg^/> esi /e de</re (ie I'application cotangente et deg-F ce/m e?e son image. Si 
<7 = 4, a/ors degf/ 7 = 6. 

Rappelons que pour un point s de S, nous avons note L s l'image par I'application 
ip de 7r _1 (s). Pour un point s de 5, on note I s l'ideal de definition de s. Pour un 
diviseur D de C, on note Slc(D) le fibre <8> Oc{D). 

Lemme 3.13. Supposons que C soit non-hyperelliptique de genre superieur ou egal 
4 4. 

a) Le morphisme naturel •& : C^ 2 -* — > J(C) es£ «n morphisme d'Albanese et un 
plongement. Le fibre cotangent £ls est engendre par ses sections globales. 

b) Les invariants numeriques de S = sont : 

c 2 [S] = (g- l)(4g - 9), c 2 [S] = (g - l)(2g - 3), q = g. 

c) Soit s = P± + Pi un point de S, l'image par I'isomorphisme trace de I'espace 
H°(C,n c {-P 1 -P 2 )) est H°(S,l s n s ). 

d) Soit s = P 1 + P 2 e avec Pi ^ P 2 . La droite L s est la droite passant par les 
points 4>(P\) et cj)(P 2 ). 

Demonstration. Le point a) utilise le fait que C n'est pas hyperelliptique et l'ap- 
pendice [18J . Le point b) est classique. Le point c) resulte de [10J. Par le corollaire 
11.81 le point d) est une autre formulation de c). □ 

Le degre de la variete des secantes a une courbe lisse de genre g et de degre d 
dans un espace projectif de dimension > 4 est egal a 

-g + {d-l){d-2)/2 

done le degre de l'image de ip est 2(g — l)(g — 3) si g > 5. Par la proposition 11.151 
on a deg^degF = 2(g — l)(g — 3) done deg^ = 1. 

Soit P G C, pour tout element s de P + C, la droite L s (correspondant au point 
G{s)) passe par 4>{P). Le point 4>(P) est done sommet d'un cone et P + C est une 
courbe non-ample. On verifie que (P + C) 2 = 1. 
La proposition 13.121 est done demontree. 

Les revetements etales de surfaces isogenes a un produit donnent des exemples 
differents de surfaces possedant une infinite de courbes non-amples telles que C 2 > 
0. 
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